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Enoncé :

Soit (f, D) une fonction locale et v un chemin tel que (0) soit le centre de D. Considérons (f1, D)
et (f1, D1) les éléments terminaux de deux prolongements analytique de (f, D) le long de 7.
On a alors que f; et f; sont égales sur D N Dy.

On se place dans le contexte suivant:

Une fonction locale est un couple (f, D) ot D est un disque ouvert non vide et f est une fonc-
tion holomorphe sur D. Soit v : [0,1] — C une courbe. Un prolongement analytique de (f, D) le
long de «y est une famille de fonctions locales (f;, Dy)cjoq telle que

a) (f(]?DO) = (f7D)

b) pour tout t € [0, 1], v(t) est le centre de D

¢) pour tout ¢ € [0, 1], il existe e > tel que pour tout ¢’ € [0, 1] vérifiant [t —t'| < €,v(t') € DN Dy
et f; = fv sur cette intersection.

Résolution : Introduisons 'ensemble
S = {t() - [0, ]_] . Vt - [O,to], ft = th sur Dt N Dt}

L’ensemble S n’est pas vide car il contient 0 par définition. De plus, comme S C [0,1] et que le
segment [0, 1] est connexe, il suffit de prouver que S est fermé et ouvert pour conclure que S = [0, 1].

e Prouvons que S est fermé.
Si ty € 5, alors tous les t <ty sont également dans S, de sorte que pour prouver que S est fermé, il
suffit de prouver que toute limite de suite croissante (¢;);en d’éléments de S demeure dans S. Soit
(t;)jen une telle suite et t., sa limite dans [0, 1].
On applique la propriété ¢) a to et (fi, D, ), alors il existe € > 0 tel que pour tout ¢ € [0, 1]
vérifiant [t' — .| <€, onay(t') € Dy N Dy et

ftoo = ft/ sur Dtoo N Dt"

On fait de méme sur notre autre prolongement analytique, soit sur ¢, et ( Ji;o, D;OO), alors il existe
€ > 0 tel que pour tout ¢’ € [0, 1] vérifiant |[t' — too| < € on a y(t') € Dy, N Dy et
f;oo = ft/ sur D;oo N DNt/.

Soit j € N suffisamment grand tel que |t; — to| < min(e, €). En particulier, il vient

Jtw = ft; sur Dy N Dy, et fio = f;ﬂ. sur D;oo N D~tj ()



De plus on a aussi que . .
Y(t;) € Dy, N Dy, N Dy, N Dy,

Puisque ¢; € S, on a également que
ft], = ﬁj sur Dy, N ljtj.

Ainsi, on obtient f; = Ji, = ftj = f;oo sur I'intersection Dy, N ljtj ND, N D;OO qui est un ouvert non
vide. En particulier, f; = f;, sur cette intersection. Par le principe des zéros isolés /Prolongement

analytique, alors f;_ et f; coincident donc sur D; N D, , autrement dit ¢, € S. Donc S est fermé
En effet, comme v(¢;) appartient a l'intersection et que c’est un voisinage de ce

point, on en déduit d’aprés le prolongement analytique que les fonctions sont égales
sur I'intersection voulus.

Prouvons que S est ouvert.
Soit T le complémentaire de S dans [0, 1]. Prouvons que T est fermé. Soit (¢;)ey une suite de T’
convergeant vers une limite notée to,. Pour j € N, puisque ¢; & 5, il existe s; € [0,1] tel que s; <t
et . B
fs; # fs; sur Dy N D,

Quitte & extraire une sous-suite de (s;);jen ( car bornée BZ), on peut supposer qu’elle converge vers
une limite notée sy, € [0,1]. On a alors s, <ty car pour tout j > 1, on a s; > t;.
11 suffit donc de prouver que

car cela prouverai bien que t., n’est pas dans S, et donc que t,, € T.
Supposons par I’absurde que les deux fonctions coincident. On aurait alors la méme situation que le
premier cas et on peut arriver a (x). et donc pour j assez grand on a bien

fs; = [ = fo = fs, sur Dy, N Dy, N D, N D,

Dans le cas précédent, c’est car f;, = ﬂj qu’on trouvait la relation car t; € S, ici

c’est grace a I'hypothése f, = f;oc qu’on conclut
avec cette intersection qui est toujours non vide avec encore une fois y(s;) qui y appartient. En
utilisant encore une fois le principe du prolongement analytique, on obtient que f,, = f;j sur Dg__ N
D;OO. Ce qui est absurde. On en déduit que 7' est fermé.
Enfin, on a que S = [0, 1] et donc 1 € S. Ainsi, par définition de S, on déduit que f; et f; coincident
sur D N ljl.



